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摘　要　研究了几何 L vy 过程中, 具有代表性的一类过程-方差 Gamma 过程下的等价鞅测度
类问题, 并且讨论了其具有的分析性质. 进一步,我们也考虑了基于该过程的普通期权的定价.
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1　引　　言
经典的B-S期权定价公式假定股票价格是连续变化的几何布朗运动( BM ) ,实证研究发现
该过程与实际数据有显著的不一致, 如:有尖峰厚尾现象和波动率聚类. 为更好的拟合数据,
揭示价格过程的实质, 近年金融数学领域开始研究几何 L vy 过程. 本文考虑其中一类有代表
性的几何 L vy 过程-方差 Gamma 过程,该过程能很好的解释尖峰厚尾现象, 但其样本轨道不
含连续项, 从而不是几何 BM 的直接推广. 本文讨论方差 Gamma 过程的分析性质, 给出该过
程的等价鞅测度类和基于测度变换的期权定价公式,并讨论对数效用最优下的期权均衡定价.
关于方差Gam ma过程的理论和实证研究见于[ 1- 5] .
2　模型与等价鞅测度
因 Gamma 分布无穷可分,于是我们可以定义标准的 Gamma 过程 ( t ) ～ G( t, 1) , 取
Y ( t) = t +  W ( t) ,
其中W ( t) 是标准 BM . 设 k是常数, 0( t) = ( kt) . 于是方差 Gamma 过程为
X ( t ) = 0 ( t) +  W ( 0( t ) ) .
进一步, X ( t) 的条件特征函数是
!X ( t)
0




再由 0( t ) 的特征函数是( 1 - iu)
- kt
得







记 1 ( t) , 2 ( t) 是两个独立标准 Gamm a过程,设
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由 ( t ) 的 L v y 密度(见附录)　　　　l ( x ) = e
- x
x
, x > 0,













且有　　　　　　%X ( u) = ln( !X ( u) ) = t∫R( e
iux
- 1) lX ( x ) dx ,
其中 ∃1 = #1∀1 , ∃2 =
#2
∀2 . X ( t) 有 L vy-Ito
 分解
X ( t ) = bt +∫( 0, t]∫x 1 x (#( du, dx ) - lX ( x ) dx du) +∫( 0, t]∫x > 1x#( du, dx )
其中, b = k
1 - e- ∃1
∃1 -
1 - e- ∃2
∃2 , #是X ( t) 的跳测度, ∀( dt, dx ) = lX ( x ) dx dt是X ( t) 相应
跳测度的补偿. 由∫R x lX ( x ) dx < ∞知X ( t) 是有限变差, 再由∫x < 1l X ( x ) dx = ∞可以看出在
任何有限区间上过程有无穷多个跳, 称该过程具有无穷活性.
记市场模型
B ( t) = e
rt
,




其中 B( t) 表示无风险债券, S( t ) 表示股票价格, 我们研究该市场模型下时期[ 0, T ] 的普通期
权定价问题. 记股票贴现价格过程 S
*
( t) = e
- rt
S( t ) = S0 e
- rt+ X
t, F t =  ( S( u) ; u t ) . 下面
命题给出S* 的等价鞅测度( EM M ) ,M (≠ ) 表示市场模型( 2) 的等价鞅测度集.




L t = &( ( Y - 1) * (# - ∀) ) t,
其中 &表示Doleas-Dade指数, #为X 的跳测度, ∀为其补偿, Y = Y ( t, x ) 是一严正可料函数使
得
∫( 0, t] dt∫R Y ( u, x ) - 1
2
lX ( x ) dx < ∞　　P -a. s.
取满足上式的 Y , 得到相应的等价鞅测度应满足对任一时间 t, 有
- rt + k∫( 0, t] du∫( 0,∞) ( e
x






dx + k∫( 0, t] du∫( - ∞, 0] ( e
x








　　证明　设等价鞅测度 Q, 并记 L t =
dQ
dP F t
, 则 L t 在 P 下是鞅. 由可料表示定理[ 6] , 存在
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Y = Y ( t, x ) 满足
L t = ( Y - 1) * (#- ∀)
由 Girsanov 定理关于随机测度公式,跳测度 #在 Q下的补偿
∀Q( dt, dx ) = Y ( t , x ) ∀( dt, dx ) = Y ( t , x ) l X ( x ) dtdx









( ex p{ - r( t - s) + X t - X s} F s)
= S*s exp - r( t - s) +∫( s, t]∫R ( ex - 1) Y ( u, x ) lX ( x ) ( dx ) du
= S
*
s exp - r( t - s) + k∫( s, t]∫( 0,∞) ( e
x





　 - k∫( s, t]∫( - ∞, 0 ] ( e























　　根据命题1,我们通过取适当的 Y 满足方程( 3) 找到等价鞅测度, 在这些概率测度下定价
都是无套利的,得到的价格都是可行的. 注意到 X ( t) 在 Q下不一定是 L vy 过程,有可能失去
独立增量性质,我们接着考虑等价鞅测度的一个子类,在该子类中的鞅测度下对数价格过程仍
是 L vy 过程. 定义非随机函数[ 5] y : R → R+ 且满足
∫R ( y ( x ) - 1)
2
l X ( x ) dx < ∞.
　　系　对命题1中 Y ( t, x ) 取上述定义的函数 y ( x ) , 则X ( t) 在 Q下是 L vy过程, 且等价鞅
测度满足下述方程
- r + k∫( 0,∞) ( e
x






dx - k∫( - ∞, 0] ( e
x






dx = 0. ( 4)
　　证明　由 y ( x ) 的定义知L t = &( ( y - 1) * (#- ∀) ) 是鞅,且是一密度过程. 在Q下,过程
X ( t ) 的跳测度补偿是∀Q ( dt , dx ) = y ( x ) lX ( x ) dx dt ,可以分离出L vy测度, 从而是L vy过程.
再由( 3) 式即得( 4) 式.




∋X ( t) - t∫R ( e∋x - 1) lX ( x ) dx
其中 ∋满足∫Re∋x ( ex - 1) lX ( x ) dx - r = 0. 我们在系中取 y ( x ) = e∋x , ∋为适当参数, 则与
Esscher 鞅测度对应,且在等价鞅测度下对数价格过程仍是方差Gam ma过程;
2. 若取
























,　 　 x < 0,
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k
 , (1, (2 , ∋1 , ∋2 取适当参数,则等价鞅测度下对数价格过程是 CGM Y过程[ 8] ,方差 Gamma 过
程是CGMY 过程的特例.
3　普通期权定价方法
为求解期权定价公式,类似[ 9] ,我们讨论价格过程的一些分析性质. 用 S0 表示股票初始
时刻价格,下文中用 X T表示过程X 在T 时刻随机变量,用 t表示时间时,我们主要在括号内表
示,有时也用下标表示,下文不再解释. 由S
*
( t) = S0e
- r t+ X( t)
, 利用 Ito 公式,可得 S* ( t ) 是下
面方程的解
S
* ( t ) = S0 +∫( 0, t] S* ( t - ) dX ( t) ,
这里X ( t) : = - rt + X ( t) + ∑
u∈( 0, t]
( e△Xu - 1 - △X u ) , 这样有S* ( t) = S0&( X ( t ) . 又
X
 ( t) = - rt + X ( t ) +∫( 0, t]∫R\ { 0} ( ex - 1 - x )#( du, dx )
= ( b - r ) t +∫( 0, t]∫{ x 1} x (#( du, dx ) - lX ( x ) dx dt) +∫( 0, t]∫{ x > 1 } x#( du, dx )
　 +∫( 0 , t]∫R\ { 0} ( e
x
- 1 - x )#( du, dx )
= ( b - r ) t +∫( 0, t]∫{ x 1} ( e
x - 1) (#( du, dx ) - lX ( x ) dudx )
　 +∫( 0 , t]∫{ x > 1} ( ex - 1)#( du, dx ) + t∫R ( ex - 1 - x ) l X ( x ) dx
= b1t +∫( 0, t]∫{ x 1} ( e
x
- 1) (#( du, dx ) - lX ( x ) dx du)
　 +∫( 0 , t]∫{ x > 1} ( e
x - 1)#( du, dx )
其中 b1 = b - r +∫x 1 ( ex - 1 - x ) l X ( x ) dx , 接下来寻找X ( t) 的 L vy-Ito 分解. 考虑D =
{ t > 0; e△X t - 1≠ 0} , A 是定义在 R/ 0上的 Borel集, # 表示 X ( t ) 的跳测度, ∀ 表示跳测度的
补偿,则 # ( ( 0, t] , A ) = # { u∈ D∩ ( 0, t ] ; e△X u- 1 ∈ A } . 于是 # ( dt , dx ) = #( dt, ln( 1 +
dx ) ) , ∀ ( dt, dx ) = ∀( dt , ln( 1 + dx ) ) =
lX ( ln( 1 + x ) )




( t ) = b1 t +∫( 0, t]∫{ e - 1- 1 x e- 1} x (#
 
- ∀ ) ( dx , du) +∫( 0, t]∫{ x < e- 1- 1}∪{ x > e- 1} x#
 
( du, dx )
= b2 t +∫( 0, t]∫x 1x (# - ∀ ) ( dx , du) +∫( 0, t]∫x > 1x # ( du, dx ) ,
其中 b2 = b1 +∫{ x < - 1} lX ( dx ) -∫{ ln2< x 1} ( ex - 1) lX ( x ) dx , 代入 lX ( x ) 得
∀ ( dt , dx ) =
k
( 1 + x ) - ∃1- 1
ln( 1 + x )
dx dt　　　x > 0




ln( 1 + x )
dx dt　　　 - 1 < x < 0
= l X ( x ) dx dt .
从而可知X ( t) 仍是L vy过程,但不是方差Gamm a过程,相应有L vy密度 l X ( x ) . 这时, ( 4) 式
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对应有 - r +∫
∞
- 1




( t) =∫( 0, t]∫Rx ( #
 
( du, dx ) - y ( ln( 1 + x ) )∀ ( du, dx ) ) . ( 5)
　　下面考虑期权定价问题. 对一普通欧式期权C = ( ST - K ) + , ST是协议到期时间 T 时的
标的资产价格, K 表示执行价. 记P t ( y ) = Ey ( e- r ( T- t) C F t ) , Ey表示命题1系中, 取 y = y ( x )
时的等价鞅测度下求期望, P t( y ) 为期权C 在 t时的无套利价格. t = 0时 P( y ) = P 0( y ) . 记









= e- r t+ X( t) = &( X ) t. 下面命题给出欧式看涨期权价格的概率表示.
命题 2　等价鞅测度 Q下欧式看涨期权价格 P( y ) 满足
P( y ) = S0Q 1( A ) - e- rT K Q ( A ) ,
其中A = { X T > ln( K / S0) } , Q 1( A )、Q( A ) 分别表示概率测度 Q 1、Q下 A 的概率.
证明　因为 A = { ST > K } , 故有



















- rt+ X (t)
= &( X ) t
由有
P( y ) = S0E
Q




I A = S0 Q1( A ) - e
- rT
K Q ( A ) .
　　上面的价格随着 y ( x ) 具体形式的不同而在不同的鞅测度下定价,下面的系给出不同概率
测度下方差 Gamma 过程的特征函数.
系　X T 在 Q1 下的特征函数是
!1 ( u) = ex p kT∫( 0,∞) ( eiux - 1)
y ( x )
x
e
- ( ∃1- 1) x dx - kT∫( - ∞ , 0] ( eiux - 1)
y ( x )
x
e
( ∃2+ 1) x dx .
X T 在Q 下的特征函数是
!( u) = exp kT∫( 0,∞) ( e
iux
- 1)






dx - kT∫( - ∞, 0] ( e
iux
- 1)











= &( X ) t = &( x * (# - y∀ ) ) t = &( ( ex - 1) * (# - y∀) ) t, 进而知
X ( t ) 在 Q1 下跳测度的补偿是
∀ ( dt, dx ) = ex y ( x )∀( dt, dx ) = ex y ( x ) lX ( x ) dx dt
=
k





- 1) x dx dt　　x > 0
- k






dx dt　　 - 1 < x < 0
= l~( x ) dx dt,
于是X T 在 Q1 下有特征函数
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!1( u) = ex p T∫R( e
iux
- 1) l~( x ) dx
= ex p kT∫( 0,∞) ( eiux - 1)





- 1) x dx - kT∫( - ∞, 0] ( eiux - 1)





+ 1) x dx .
X T 在Q 下的特征函数由命题1及其系可得.
根据X T 的特征函数可以表示出其在Q和Q1 下的密度函数, 进而得到Q ( A ) 和Q1 ( A ) . 这
样,给定合适的 y ( x ) , 就能得到欧式看涨期权的具体公式. 接着考虑如何选择一个合理的鞅
测度问题. 由于股票价格是纯跳过程, 不存在连续项, 不能用风险最小方法[ 9] . [ 10] 给出最
小熵鞅测度定价方法, 该方法对应指数效用最优. 相对于指数效用,对数效用假定了投资者风
险厌恶程度与他拥有的财富水平有关,我们给出对数效用最优[ 11] 下期权定价方法.
用 )表示投资在风险资产股票上的比例, 则 1 - )表示投资到无风险资产债券上的比例,
这里)随时间变化,即)= )( t ) . 为表示方便,下面一律简写成). 用W ( t )表示资产组合在 t时
的值, 并假定资产组合在任时刻总是正值, 由下面证明可以看出这意味着对任意的 t 有
)△X ( t ) > - 1.






-∫(0, T] )* dX
 




其中 )* = )* ( t ) 表示对数效用下投资于市场模型( 2) 达到效用最大化的解.
证明　由 dS( t ) = d( S* ( t ) ert ) = S ( t - ) dX ( t) + r S( t - ) dt有
dW ( t) =
( 1 - )) W ( t - )
B( t)
dB( t) +
)W ( t - )
S( t - )
dS ( t) = rW ( t - ) dt + )W ( t - ) dX ( t )
于是利用 Ito 公式,可得
lnW ( t) = lnW 0 + rt +∫( 0, t] )dX ( u) + ∑u∈( 0, t] ln
W ( u)
W ( u - )
-
△W ( u)
W ( u - )
= lnW 0 + rt +∫( 0, t] )dX ( u) + ∑u∈( 0, t] ( ln( 1 + )△X
 ( u) ) - )△X ( u) )
= lnW 0 + rt +∫( 0, t] )dX ( u) +∫( 0, t]∫x> - 1/ )( ln( 1 + )x ) - )x )# ( du, dx ) ,
其中后两项是非随机的. 对 lnW ( T )取期望得
Eln( W ( T ) ) = lnW 0 + rT + b2∫( 0, T ] )du +∫( 0, T ]∫x > 1)x ∀ ( du, dx )
　 +∫( 0, T ]∫x> - 1/ )( ln( 1 + )x ) - )x ) ∀
 ( du, dx )
= lnW 0 + rT + b2∫( 0, T ])du +∫( 0, T ]∫x > 1)x l X ( x ) dx du
　 +∫( 0, T ]∫x> - 1/ )( ln( 1 + )x ) - )x ) l X ( x ) dx du.
对上式求解使Eln( W ( T ) ) 最大化的)= )( t) 一般需通过数值计算完成. 设找到最优解)* ,根









-∫(0, T] )* dX
 









= ex p - r t -∫( 0, t])* dX ( u) -∫( 0, t]∫x> - 1/ )* ( ln( 1 + )* x ) - )* x )# ( du, dx )
= ex p - r t - b2∫( 0, t])* du -∫( 0, t]∫x 1)* x (# - ∀ ) ( du, dx )
　 -∫( 0, t]∫x > 1)
*
x # ( du, dx ) -∫( 0, t]∫x > - 1/ )* ( ln( 1 + )
*
x ) - )* x )# ( du, dx ) .
4　附　　录
记 ( t) 的特征函数为 !( u) , %( u) = ln!( u) , %X ( u) = ln!X ( u) . 易知特征函数 ! ( t) ( -
iu) = ( 1 - u) - t = ex p{ - tln( 1 - u) } . 考虑 t = 1时由



























( eux - 1) dx .


























= i( 1 - e- 1) u +∫
∞
0















ln 1 - iu +
 2u2
2
= ln 1 - iu
∀1





#1 , - iu
∀2
#2 代替u, 有











































































故 L vy 密度














　　 x < 0
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同时






















































- 1 - iux I { x < 1} ) lX ( x ) dx
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Abstract　In this paper , we research EM M S under one repr esentive Gometr ic L v y pr ocess named var iance
Gamma pro cess and discuss its analytic property . F ur thermor e we consider the v anilla o ptio n pricing based this
pr ocess.
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